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CETIRI NACINA RJESAVANJA JEDNE ALGEBARSKE JEDNACINE

TRECEG STEPENA

Sada femo dati Cetiri razna rjefenja jedne algebarske jednadine tredeg stepena.

Rije€ je o sljedecoj jednadini:

I
x'i+x2+,r:m~§.‘ xeR.

RjeSenje 1 {grafitko): Nacrtacemo grafike funkeija

. !
y=x +xi4x i y=-3

. L o . . . F
i pokazati da jednagina ima samo jedno realno riefenje x; & (—EWEJ
1,
y=X kXl

% ; b
1 Xe g x

=-1/3

)

Imamo
yeL e tx=ax +x+1)

y=07a x=0jer X +x+/>0 YxeR

= I+ 2x+ 1, ¥ >0 Vxe R, 1. fja stalno raste;

V=6x+2; y'=0 za x=—§

317



2
)«'»34_“2_,))4“-:2—- =0 [ng,’q :.“:,,J

J (lmmi)mmfm LR bt bk A 37727 3777
T 27 9 3 27 27 ' Kardanov obrazac daje:
dakle funkcija ima preveinu tacku Pi[—] _ZW\ 2 3 2 3
akle funkeifa ima prevoi | }’MQTJ’ veuty; a= -ty (fi] _{ll] v=d-d (ﬁf_j + 2
~ 2 Y2 3 Vo2 Yi2) 3

odnosno

i
W1)=3 yi=1)==1; y(w]zmﬂ-wmz -
2] 8 4 2 8 8 u:_?__L+J_J__+_§;:3LJm+i=i{[5;
277 2 N T

{1 N7 i3
yLmew, .\’H:-—; }'Lm]*—"m: W=2)= 6.
3 277 2 ) T8 ) 27 :
wmged L8 m\;/__f_mimiqg
7 27 Naz2 2 N 27 27 3T

Dakle, yz—é—(i’/ﬁ?%ﬁ); (3uv+p=0)

! F A B B B ,
Yxm—— = p e p e S (0 odnosno
27 9 31 3 27

XZJ*WE{%—(-«’/E—-«*/Z—J)

N 7 1 b 3461248 i .
¥ Lol = ili
2} & 4 2 3 24 24

X ) 442493334 |

$to znadi da data jednagina jma samo jedno realno rjefenje x, e (___:’_,»__%_]’ a odavde Rjedenje 3 (pomoéu metoda iteracije): Data jednadina je ekvivalentna sa jednadinom
A

PN S v-}!m,tj. jma oblik x= f(x).

FE
2 35 N et o
Yy === 0,42 . Naravaa, ovo rjefenije je grubo. . Kako je f(x)=-32 —2x, zakljutujemo da za xe [mgm’_m_;_) vrijedi f,(_”}{};i,
? ) 2 : 4
. , I .
RjeSenje 2 (pomodu Kardanovog) obrasca): Imamo x"+x2+x+7:(), e nakon S R ! . ) . . B
jeden, 3 f 5= |/ (x)[é; pa je ispunjen uvjet za iteraciju:
. ] “
smjene x=y——: ‘ /
j ¥3 |F ()< g < zasvako xe(—é—,ug).
AN A RSP ;
) 3 +LJ 3 T “'_;*E“ W Stavimo x, :—5, nalazimo
s o2 1 1t 3~6-8 I
3 > ! a ! . Xy = =X o Xy o S e e e ) 5833333
y'iwy”+é~)=~~2~:+y" —-—j‘-_\'+§+y:(),!.~]. ! ¢ 4 3 24 24

]
Xy = =y = = 0.0962818200.210069444 - 0,333333333 =
s —{), 44712094;

" Gieronimo Cardano {1501-1576), italijanski malematidar
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Xy =—x3 -] ~§ =0,089387142—0,199917142-0,333333333 =

= ~{},44386333;

Xy =Xy - X1 —% =0,087447583 -0, 197014658 —0,333333333 =

= —0,442900408;
Xs ==Xy =X ‘”“é =0,086879686 —0,196160771—0,333333333 =
=—0,442614418;
Xg =23 -4 —-f?- =0,08671 1494 ~0,195907523~0,333333333 =
= —0,442529362;
Xy =—x) =% —é =0,08661515~0,195832236 ~0,333333333 =

= —{), 442504054,
Dakle,
x=—(, 4425,

Ako za priblizno riefenje usvojimo x; , tada na osnovu formule za procienu greske

7
dobijamo|x7 mx‘i<(ﬂ = 0,000061035 , gdie je x~ jedino tatno rjeSenje jednatine.

Rjesenje 4 (elementatno): Imamo
P x =—§/'3

o 3 +35° +3x+1=0

e 20+ 437+ 3x e I =0

oxrlf =270

<:>x+lz—x{/5

@ (1432)x=-1

-

PP

- 1~{[§+€/2_2— ](J—WH/;), te

X ——se
1+32 iz 3

x = (), 442493334 .

& X=
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O MATEMATICKOJ INDUKCLIT

Metod matemati¢ke indukcije je jedan od vaZnih meteda zakljulivanja u
matematici, pa samim tm i u matematiék%’ logic.
Ovaj metod se najleiée naziva princlp ' matematike indukcije. On se sastoji v
shededem:

Neka je P0),P(1),P(2)..P(n) niz iskaza. To je niz tanih iskaza ako su
ispunjeni uslovi:

(1) P(0) je tadan iskaz, !
(2} PiO)=s P(ILPIT)= P(2 ). P{n)=> P{n+ I} su tadni iskazi.

Kori¥tenjemn matemati¢ke-logitkog jezika, princip matemati¢ke indukcije se moZe
. LR
Zapisati )
(Yne N)P(n)
je taéno ako je

(1) P(0) taéno,iako je
(2) (VaeR)(Pin)= P(n+1}) tatno.

Tod krace:
{P(O)A(Vne N)(Prn)=s P{n+l})) = (¥ne N)P(n). Ind(nt-n+1).

Valjanost metoda matematicke indukcije podiva na shededem, smatramo, ogigledno
ispravnom rasudivanju:

Ako je taéno P{0), onda s obzirom da je tafno P(O}= P(1), talno je i Pi/). Kako
jetadno P(1)= P(2},tatnojei Pr2).

Buduéi da je tatno P(2)=> P(3),tatnoje? P(3), itd. Zakljuéijemo da je ta&no P(n)
zasvaki ne N,

Zato princip matematitke indukeije usvajamo kao tatan. Napominjemo da se pri
strogom zasnivanju teorije brojeva ovaj princip uzima kao aksioma, i naziva aksiomom
matematicke indukcije. U matematickoj praksi se upotrebljavaju odredeni nazivi za

¥ Principom se obiéne zove zakon velike generalnosti, provieren tafno§éu svojih
posljedica,

™ Ponekad je pogodno pretpostaviti da 0 N ;, u ovom slu€aju to | &nimo, a &init demo i
ubuduée.
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dijelove formule Ind(at-rn+1). Tako se P(0} naziva baza indukcije, implikacija
Ptn}= P(n+1) korak indukcije, 2 P(n) v ovoj implikaciji — indukcijska hipoteza
(pretpostavka). “Oblik indukcijskog koraka™ zakljudivanja sa n na n+1 opravdava
oznaka Ind{m-n+1!) koju smo upotrijebili za formulski zapis metoda matematicke

indukcije.
Pokazime to na sljedecem primjeru:
Dokazati nejednakost 2" >n(n=012.).

U ovom studaju P{#n) je nejednakost 2% > n .

(1) P(0} je nejednakost 2° > 0. tj. 1> ¢ koja je taéna.
(2) Dokazujemo {¥re N)(P{nr)=> P(n+1)) odnosno {¥ne N)(z” >n= 2" >n+1).

U svakom dokazu indukcijorn, pa i u ovom dokazo indukcijskog koraka
Pin)=>P(n+!) se pristupa tako §to se pretpostavi P{n; (indukcijska hipoteza) i to
pogodno iskoristl da se dokaZe Pln+17).
Pretpostavimo da je Pln) taéno za neko a(20}.4. 2" >n.
Kako je

P elinz0),

to poslije sabiranja gornjih nejednakosti dobijamo:

2:2">n+1,
odnosno
2! > J (zaneko n20).

Ovim je dokazano P(0) i (VheN){(Pia)= Pi(n+1])), pa je prema principu
matematicke indukcije (Vae N)P(n} tatno. U cvem slufaju (Vee N}2" >n. Kraj
dokaza.

Primijetimo da se svaki dokaz indukcijom zavriava ako je dokazana baza indukcije i
indukcijski korak.
Primjena metoda matematitke indukeije u pokufajima dokazivanja nekih tvrdenja je
kod pofetnika povezara sa raznim grefkama. Pokazaéemo neke od najtipiénijib i
wkazati na vzroke.

az2

Istaknimo. prije svega, da su uslovi P(G) i (Ve N)(P(n)= P n+1)) ne samo
dovolini da vaZi (Vee N)P(n) ve¢ i nepobodni. Naime, ako va¥i (Vne )P n)
onda je, naravao, talno P(0), i tadan je svaki Pfn), pa je talpa svaka implikacija
Pln)= Pin+1).4 (Vee R)}{P(n)= Pin+1)).

Preciznije, Ind(ni-n+1) je ekvivalentno sa AO)A(Yie N Anj=sAn+1)) e Ve M) A n).
Medutim, ne samo to. Uslovi P10) i (Vne MY{P(n)= P(n+1}) su nezavismi, tj.
nijedan od njih ne proizilazi iz drugog. Prema tome, u dokazima metodom
matemati¢ke indukcije moraju se dokazati i baza i indukeijski korak.

Aka nesto od toga nije tatno (Yae N)P(r) je netatno (jer je ovdje rije¢ o konjunkciji
dvaju iskaza).

Izvor grefaka se upravo i najazi u prenebregavanju prethodnih napomena. Evo
nekolike primjera:

Primjer 1: Tvrdenje (Vie N) 6];1. Je svakako netaéno ( ]6[] J: a smatrati da e ono
taCno samo zato §to va¥i baza 6|0 i ne provijeravajuéi indukcijski korak 6{;: = 6|n +J

{koji naravno re vaii), pogreino je. No ovakvu gre¥ku — provijeriti bazu, a ne
indukcijski korak, rijetko ko ée udiniti. No, naZalost, festa Je obrnuta greSka — proviera
indukeijskog koraka, 2 ne j baze.

Primjer 2: U tvidenju (Vne N) 2]2n+3 indukcijski korak  “prolazi”. Naime,
An+lj+3=(2n+3+2 pa ako 2{2n+3 onda 2| 2n+3)+2. . 2)2(n+i)+3.
Medutim, ove je netaéno (neparan broj e dieljiv sa 2 1), “Dokaz” je, naravno,
neispravan zato §to ne vaZi baza; za n =0 dobijamo 2%3 ! Dakle, reba strogo voditi
rafuna da se doka¥u i bagza i korak. -

Gornji primjeri su dosta prosti. Evo nefto sloZenijib primjera:

Primjer 3: Ceste su gregke pri dokazivanju indukcijskog koraka. Izvor im je u
zanernarivaniu matematitkih uslova koje nameée priroda zadatka. Evo primiera:
Dokazujemo (Vne N) n? 225,

Baza je 020 i tatna je. Ako #” 22n, onda (n+1) =n* +20+12 204 20+1 - 2bog
pretpostavke 2 2(n+1) - jer 2n2J.
Dakle, (n+1) 2 2(n+1), Kraj dokaza.

Medutim, za n=1 nejednakost n” 2 2n daje /22, %o nije tatno. Gdje je ere¥ka? Pa.
ako se vratimo dokazu indukcijskog koraka, primjeéujemo da smo koristili 2a2 7 %o
za n={0 nije taéno.



Primjer 4: Evo jo¥ nekih primjera koji ilustruju neophodnost baze indukcije.
a) Pretpostavimo li da je
J424.,.+20 = 2" (D
tatno za n=k , 4.
I+ 24428 = 2h
tada je takoder {adno
T2+, 420 4 28 gk gt o gkl o gz

Prema tome, ako je (1) tadno za n=4k, onda je tano i za n=k+ 7. Medutim, (1) nije

tatno ni za jedan prirodan broj «, jer izraz na hjevoj strani u (1) ima vrijednost

A+l 2n+f

~{ koja je uvijek manja od
b} Preipostavimo li da vaii

Iy
1+2+...+n=—2~ n+—£ , {ne i}, (2}

tada je, takoder, taéno

1424 +n+{n+l) ]( +I)2+(n+1) I{(n+])+])2
a TR n ==l B = bt
2 2 2 2

Dakle, ako je (2) tatno za », tada je tadno i za n+1. Medutim, (2} nije tacno ni za

jedno #, jer je J+2+...+n prirodan broj, dok to nije slufaj sa %(rwé) .

Sada ¢emo dati jedan primjer, pravi “biser” koji ukazuje na potreban oprez pri primjeni
matermati¢ke indukcije:

Primjer 5: “Dokaza¢emo” matematiCkom indukcijorn da su svi prirodni brojevi
medusobno jednaki. Dokaz ¢emo provesti tako da pokaZemo da su za svaki skup §
koji sadrZi neki proizvoljni (odredeni) konadan broj » prirodnih brojeva Ui njegovi
elementi medusobno jedanki.
1° Baza indukeije. Ako § sadr#i samo jedan element, tvrdnja ofito stoji jer tu medu
elementima ne moZe biti razligitih.
2° Korak indukeije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za skupove S koji sadrie k
pritodnih brojeva, i neka skap S, ={n,,...,m,,,} sadrii &+ prirodnik brojeva n; .
Po pretpostavei indukceije vrijedi:

ny=ny =y (3)

Ay = A3 =020 (€))]

324

Iz (3) i (4) imamo da je
M =Ry SHp =Ty, (%)

¢ime je korak indukeije proveden i tvrdnja dokazana.

Gdije je grefka u zakljudivanju?

Gregka je u tome S$to za k=] relacije (3) i {4) glase samo “»n, ", odnosno “n,”, pa
nema zajednickog elementa koji bi omoguéio prelaz na {5).

0 neophodnosti koraka indukcije veoma ilustrativno govori sljedeéi primjer, za koji
smatramo da je veoma interesantan:

Primjer 6: Poljski matematiar W. Sierpinski je naveo sijededi primjer za neophodnost
stava (2), 4j. stav © koraku indukcije:
Nekasu # 1 m prirodni brojevi, tada broj 99Jr® + 1 ima osobinu

nije kvadrat cijelog broja za n <m,

99In® + 1 i
=( 3795 1640090681 1930638014896080 )" 2 n = m,
gdje je:
m=]2055735790331359447442538767 .

Kao ito vidimo, tvrdenje da brej 99/n°+/ nije kvadrat cijelog broja istinito ie u
veoma velikom broju sludajeva, tj, za sve prirodne brojeve od I do m~ 1, ali nije
istinito za m=m. I ovaj primjer ukazuje na to da jedne tvrdenje koje zavisi od
prirodnog broja n, moZe biti istinito za n=123,...k, gdie je &k vrlo veliko, a da ne
bude ipak istinito za svako ».
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O SUMIRANJU STEPENA BROJEVA PRIRODNOG REDA

Rijet je o iznalaZenju sume
Spfn)= a2 st (ne N kelN)

ako zpamo S,(# 1Sy(n ). S ,(n).
Naéin koji ¢emo izioZiti je u vezi sa diferenciranjem izraza

Fix)={x=1)x +x 4 +x" ) ili F{x)=x"" -2

Razmotrimo posebne sluéajeve:
G o
17 Naci sumu

Synl= im,(k=1).

m=}

Nademo izvod drugog reda od Ffx ), t. F7x) ima oblik:
2203 e (e I N2 432 A n I " )=

=(n+] " -2 (M
Stavljajuéiu (1) x =7, nalazimo:

A2+ 3+ +n)=(n+Imn~2, odnosno

(r+imn

(2434 +n)= I, ilk

1+2+3+...+n:ﬂ(n;ﬂ:S;(n). 2

L] .-
27 Nact sumu

Sa{nj= j: m (k=2).
m=]

Imamo da je

Fllx)=32 143 2x+.tnin—t X" 2 {x=1X32. 1443 - 2x+ .+l n—1 ) n~32 "3 Je=

=(n+mn—1)x"2. (3)
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Za x =1, (3) postaje

2 1+3 2+ An(n~1)=(n+infn-1)}.
Pakle, imamo

$ mimerye (nt 0 =1)

m=i 3
il
Sz(n)msl(n)z.(_’ﬁ_]_}”(_”:_ﬂ_ .

3
Sz(n):(n+])n(n-])+n(n+])
3 2
SZM):M%LM_ (4)
2% Naéi sumu
Si(n)= irn‘g, (k=3)
m=}
Nadime F™¥(x):
FV(x)=4(3-2-1+4-3 2x+.n{n—1 ) n=2 "% )+
Hx—IN4-3-2.0+5-4-3 2x+ . +ufn—1 ) n—2)n—3)x"% )=
=(n+lm(n—1)n-2"", (5)

Iz (5), stavijajuéida je x=1, dobijamo:

43204 Fnn-1)n=2)=(n+In(n—Ijn-2},
odakle je
n (n+lipfn—I)n-2)

Somim—Ij(m—-2)=
m=] 4

ili

(n+dfn—-I}n-2}

Syn)=35,(n)+285,(n)= p
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Koristeéi (2) 1 {4) lako dobijame:
112( n+l J2

Syfn)= y

Ako produZimo proces difereaciranja Ffx) nared (k+17), uz ustov x={, dobjjamo:

F”"*”m:(kﬂ,\i mi =1 ). (m-(k~1)
m=l
ili
FOe e nfn—1).(n=(k=1)}, gdieie 28k+T1<sn+].

Imamo dakle

S o med)of me( kg e IR0 (R 2 1)) (©)
=i k'*'j

Jednakost (6) se moZe provijeriti metodom potpune matematitke indukeije po & . 1z (6)
dobijamo:
Seln )= AS, (0 )+ ApS, )=k ( =1 FT A Sy(n) =

z(n-b])n(n——]}.,.(n—-(k—I)}
ko f '

Odavde se moZe naéi Sy (n) ko znamo sume Synh..S8._,(n) i koeficijente
Afr=12. k~1). -
UkaZime na nadin izralunavanja koeficijenata A, . Posmatrajmo protzvod binoma:

(=0} m=fm=2).(m—(k-1}),

koji se razlikuje samo u drugim &lanovima. Koeficijent uz 5" u konaénom obliku
toga proizvoda jednak je A, ;

m{m—=INm=2).{m—(k—1))= m" -A,mk”" + Azmk“? - (=1 )kM"Akm,m .

Odavde se na asnovu Vigtovih formuta fako vidi emu su jednaki koeficijenti 4, .
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Npr. za & =4 imamo:

i m(m_“(m_z)(mmjl_;{n+])n(n——1){n—2)(n—3)
m=i 5

(n+tp(n-fjn-2)n~3)

Sa(n)=AS5(n)+ A8, (n )= A5 (n )= 5

gdje je
Ay T4243=6,A,=124134+2-3=11,A;=1-2-3=6.
Sada je
fn+ipin—1)n=2)n-3j
5

Sy(n)=68;(n)—118,(n)+65,n}+

LITERATURA
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O JEDNQJ GRANICNOJ VRIJEDNOSTI

U ovom ¢tlanku éemo se baviti izraCunavanjem graniéne vrijednosti koja glasi;

I )
lim ! + +,,.+-—~]. {n
Aol b Rt 2 Zn
Najprije éemno dokazati da vrijedi nejednakost:
i
—-—+——£—+...+-!-<——% (ne N) (Z)
n+l 42 n 2

Dokaz: Koristidemo nejednakost (A < K ) izmedu aritmeticke i kvadratne sredine »
pozitivnih brojeva koja glasi:

D 7
oo (U ety

H #

dyt+d; +..+a

(e >0i=1n).

Na osnovu te nejednakosti. imamo:

o

2 2 2
1

4 +,." +___+_] (w{-—) +( ! ] +...+(~g]
w47 n+ 2 n+f n+2 2n

2n <\ ’
n n

(ovdie vrijedi stroga nejednakost jer je

i !
# 3 2 — ), 0dnosno
n+! n+2 2n

( 4 -i-——j—~+.__+—ii—y<u[ ! T } 3

2 + ed +
n+] n2 2n (n+l) (n+27 (2n

Sabiranjem ogiglednih nejednakosti:

7 i
F < ’
(n+1) nfn+l)
1 i

< '
(11—1-2)2 (r+djin+2)
i 7
A S —
(2nf {2n-1)2n
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dobijamo
! 1 1 i i 7
=+ e e + Fot =
(n+lf (n+2f fan)  win+l) {(n+l)n+2) {2n—])2n

7 ! i 1 ! 1
et ok —
n n+i n+l n+2 2n-—-1 ZIn
I

ao2n 2n

Sada dobijame iz {3):
I ! J"' !l
e e e | e T
n+! n+2 2n n 2

SER +...+-j—<£(=0,7071068),q.c‘d.
n+l n+2 2n 2

i adavde

Dakle, nejednakost (2) je tatna. Sada se postavlja pitanje: Koliko iznosi graniéna

vrijednost {1)? Sigurno, ona je sasvim blizu vrijednosti -1':-: Sada ¢emo dokazati da

4

ova grani¢na vrijednost iznosi n2 = 0,6931472 , ij.

tim (—]——+ ! +...+—{—}me2.
nstoot N+J 2 2n

Dokaz 1: 1z poznate nejednakosti

i n+
[1’4““{) <e<[1+~{] ne i)
n i

slijedi
n Hf
Iftl(f-%—}—) <lne<ln[1+iJ
n n
ili
I i
n!n(H-—J </ <(n+1')£n(1+‘—J
n h
te odavde
Ldn(n_’.]&;(ne ). )
n+i n n
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Dobijamo sada iz (4) niz nejednakosti:
__{___dn 1+—{ N w{mm!n 1+——£———)
et n) n+ld i+

—£--<I}1 I+ ! J; ! >ln(1+ ! )
n+2 n+l;) n+2 n+2

wgw-:In, I+ ! J;—J—Hn J’+~w1~ ) 4.
Zn 2n—~1) 2n 2n
nakon sabiranja gornjih nejednakosti:

/
! + d +,..+—]—<in(]+——]+!ﬂ I+ ! +...+[H(]+ ! J
n+l n+2 2n Loon n+l 2n-1

; 1
uw{m+m1~*~+...+—£—>lng(1+ +lr{1+ ! +...+hz(1+—1~],
n+l n+2 2n oAl n+2 2n

odnrosno
i 1 ! fn+l n+? 2n }
- + +ot e <R .
n+l n+2 2n Ln H+d .?n-—.’)
i

! I 1 R+2 n+3 212+]J .

Bl R S ey )] - 4

n+i n+2 2n n+l n+2 2n

d +ML+__.+L<1,1_2£21,12
n+l n+2 2n n
i
I
i i i) 2n+1 2-’“,:
+m-«w+...+~2-w>in 7 =.!'ﬂ"'"“*}".
n+l p+2 " s +1
n
Dakle, vrijedi
1
2+
lnmm’i-:-i—+-{——+...+_£~<ln2,
144 a4+l n+2 2n

n

4 odavde

24
2 ] .
lim | In Li< fim ! + ! + ... .;.__._) < lim ln2
fieobea a—toal 41 p+2 2n e

i

I .
2= Iim ( ! +—--{-w+...+w)sir12,t3.
nerieel gk f o4 2 2n

po teoremi 0 “dva policajea™

fin m{m+ ! +...+w£~}:ln.2,q.e.d.
n—tel i+l n+2 2n

Dokaz 2: Gvdje ¢emo koristiti jednn poznatu ¢injenicu iz matematicke analize:

fim [1’+i+-]—+...+—j~—~lnn}zc, £,
2 3

H—yte H

14-i+i+...+i—hmzc+£ﬂ, (*)
2 3 n

gdje £, =0 kad n— +eo | C=0,5772]6 je poznata Oflerova konstarnta.
Neka je

i1 7
A e s SO T
2 3 n
stijedi
! ! !
Loy = Ty Tt o (5)
MOMTNRT w2 2n

Sada dobijamo zbog (¥}
Iy, m=inIn+ &, +C,

zy=lnnt g, +C,
i odavde

Ton— 2y =In2n—lan+e,, —€,. {6y

Sada dobijamo iz (5) 1 (6):
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1 i ! [
e e b e T e b £y~ E, 18
n+l n+2 2n n -
. ! / !
lim (____+%+...+__ =2+ lim &, — lim &, .
uedyoe\ p | 2 2n PR Byt

odnosne zbog lim £, =01 lim £ =G:

Heapotoa 1edten

. ! I !
lim (%-&n————-—nl—...—l—ww ={n2, qe.d.
s\ B4+ p 2 2n

Dokaz 3; Najprije éemo dokazati da vrijedi jednakost:

1 !
+~m—+...+m{-m]wm{4-i—i+...+—~i—w-]——. N
i+l on+2 2n 2 3 4 2n--1 2n

Imama

PR
:{i+—~+—+—w+...+—L—+J~n -[1+1—+i+...-i~jﬂ =
2 3 4 2e—=1 2n 3

ot
n+l a2 2n

tj. jednakost (7} je taéna.
Iz Tejlorevoyg reda

1+ x)= S (1 s (Ci<xgd)
n=} n
dobijamo za x=1:

o (M])nh’ b J 1
nd= Y S A 8
nZ:.’ n 2 3 4 ®)
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Sada se dobija iz (731 (8):

-] ok f
r’im( ! + ! +.‘.+—LJ: fim }——]—+i——]-+...+( / =[n2. ged
: 2 3 4

B S W o A T s 2] e n

Napomena: Dokazuje se da vrijedi poopéenje:

tim m-!-—+ ! 4-...+—1’—J=lrtk,
ndeol pt ] et 2 nk

gdieje ne N 1 &£=23,...
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HARMONIJSKI BROJEVIY

Harmonijskim brojevima nazivamo sume oblika

H(n)=1+i+i+.,.+~j—
2 3 n

sa osobinom da je svaki sabirak, polevii od drugog, harmonijska sredina susjednih
sabiraka. U ovom é&lanku dokazademo za harmonijske brojeve neke osobine,
nejednakosti i identiénosti.

Neke talne vrijednosti za H{n) date su sa

1e5y=237 g0y T8 pops) = 1195757
60 2520 360360

H(20)= 23832033 4y g5 34052322467
15519504 8923714800

Primijetimo da harmaonijski brojevi sa poveéanjem n rastu veoma sporo jer je
H1000 ) =748, H(10% )= 97876, H(10° )= 14,35....

Prije nego §to se pefnemo baviti harmonijskim brojevima, dokazatemo neke vaZne
teoreine iz nizova.

Teorema 1 Niz

P

Ly :[Hhi} L in=12..)
"

je monoton i ogranien.

- . { 10 T
Dokaz: Prva ti &lana ovog niza su: g, =2, a, :2:;,(1.3 =2—2—7~, odakle slijedi da je
a; < ay < ay . Dokuzacemo daje g, <a,,, za svako ne N.
Kako je

l+~n—j-:]+i~ ! =[1+—]—J 1- ! 1
nf n oafn+l) n (n+1)

] n+i RS 7 ] ntl
[H— J :[I+—~J -ﬁi_(fm } . M
it ] i n (n+1)

" Koautor Zdravko Starc
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10 je

o ! R S .
Poito je = >--{, 10 se na osnovu poznate Bernujijeve ) nejednakosti koja glasi
"+

(I+x) 2l+nx, x>~ n>1 (naN},

(znak jednakosti va#l za x=0 1za n=1), dobija

] i ]
/- P PR SR L
(n+l1f n+l n+i

n+f n
{1+~Lm} >(]+~1_) ,
n+f n

ti.. a,,, > a,.Dakle, niz je rastuci.

a sadu iz (1) slijedi

Kako je /- </, imamo
4n
i +~]—- < ! 7
2n .
2n
odnosno
1 2n ]
(HwJ < (2)

2n !

a odavde

. iz (2) slijedi

d 2n
(1"{"5;) <4,§j. ay, <4,

Kaka je a, <a,, . dobijamo takode da je a, <4, §to znadi da je niz ograniden odozga.
Ovim je teorema dokazana,

“ Bernoulli, Jacob (1654-1705), $vajcarski matematiCar
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Napomena 1: Kako je niz {a,) monoton i ogranien, on je konvergentan; njegova
graniéna vrijednost oznacava se sa ¢, ti.

] i
lim (H-w} =é, (3y
A—ytes n
gdje je e=2,718....

Tecrema 2: Niz

] n+i
bn:(]"' j , {n=123.)
je monoton § ogranicen s graniénom vrijedno$cu koja iznosi «.

Ly . 3 3 S .
Dokaz: Prva it Clana ovog niza su by =4,b, =3 b, :j’w]m, odakle slijedi da je

b; » By > by Dokazatemo da za svako ne N vaZl b, »b,,,, 4. da je niz moenotono

( padd!u(;].
1 FESH
i { )
b - i

Imiamo
n+2
B e
byis (] ] ]’”2 nfr+2) n !

4

n+1

Na osnovu Bernulijeve nejednakosti je

F 2 n+i
{]+m) o FRLLL I AL

nn+2) nfn+2) n
. .k N e
pa se sada iz (4) dobija da je LI I. odakle slijedi da je b, >5,,,, 5to je i trebalo
n+!

dokazati. Grani¢ra vrijednost niza je zbog teoreme 1:

n+i Ji n J;
fim b= Iim | I+—{ = lm | ]+~ limiJ+—|=e-I=c.
H—pto N—poa n s e n neyion 7
Napomena 2: Na osnovu teorema 1 i 2 dobija se nejednakost

" n+l
[J"{*i) <E<(1+,I_J s (5)
n n
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a1z nje nakon logaritmiranja

A <ln[1+-j—J<i, {6
n+d n) n
gdije je » bito koji prirodan broj.
Teorema 3: VaZi nejednakost
-
——<in{i+rj<r,
T nfl+rj<r (N

gdej je r bilo koji racionalan pozitivan broj.

. i
Dokaz: Stavime r=--> 0 tada zbog (6) imamo
i

iﬂ.{j"ﬁr):ln(]-{-ﬂ\i:I,q(”+i-Ej:m%<m-——ﬂ—_. =
U nJ no on+l n+ml

!
= fi‘l(]'i“"-]'i‘lh(]"i"-—j—-)-i-...+[”(J‘+Hm‘-{“m}<
n) e . on+m—l

i 1 b I

e s MU SR [J

non+l n+m-—1 n
n{l+r)<r

§to predstavija desni dio nejednakosti (7).
Dokazimo i lijevi dio te nejednakosti; imame zbog (6):

m
! i . -

T S P o— ot ! LI | N . 4
n+d o on+2 n+m n+m 1+ff. I+r

n

>

-
In{ 141 ) o roveeeee
i+r

§ro je i trebale dokazati.

Posljedica 1: Stavliajuci u desnu stranu nejednakosti (7) da je » ad , dobijamo
n+l ’

1
l'n(j + J < ! , ognosno
n+i el

h+l
(j +——-J <e. (8)
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Napomena 3: Dokazuje se da vaii nejednakost (7) 1 v slu€aju kada je r bilo koji

Teorema 5: Niz
realan broj vedi od 1. ema 5 Niz £ g
‘ =3 =~ink, {keN;}
Teorema 4: Niz ry
a, =1+—+ o je konvergentan. (Njegova granitna vrijednost C=0,577216.. zove se Eulerova
Je divergentan, konstanta).
Dokaz 1: Za dovoljno veliko » imamo Dokaz: 1z (6) imaimo
i
min+l)~inn<—,
NI ARTIN NN ! I §
a,=l+2+ -3—+»2 + "5*3“"‘7*‘5 +o.+ ——-—2k_f+[+...+2—k +...+;—> a odavde stavljajuéi redom n =12,k dobijamo nejednakost
) !
]2 4 ok~ !l ! -1 &k In —lru‘<7,
>l+—r—t——gt. e = b= e— > —,
2 2 22 2 i
[ 38 in3—-in2 <=,
2

gdie ke N zadovoljava relaciju
1 1 I
'EL_— < ;;- < 2k+1‘ .

infl+1)—-Ink <-]€,
¢ijim sabiranjem dobijamo
Posto, ofigledno, & ~» +eo kada n — e, to je tvrdnja teoreme talna.

k
!n(k+1)<1+~{+...~§«i= Zi
Dokaz 2: Koristimo Kosijev kriterijum koji glasi: _ 2 k aan
Niz (a, ).z je Konvergentan ako i samo ako za svako £>0 postoji prirodan broj ' odakle je o
. . . . el 1
ngf € ) takav da je |a,H_P—a,,|<£ za n>ny{ £) 1svaki prirodan broj p. ) ai;+]=z’_""ln(k"§'1)>m-——k+]>0.
= N
Kako je .
|aﬂ+p ”*“n!= AP S W[1+i+“‘+"{) - $to znadi da je niz ( @, )i ograniten odozdo.
2 n a+p 2 n Stavimo u (6) da je n =k ; dobijamo
i )
o7 <inf(k+1)-{nk , odnosno
=| ! + ! +..+ ! |=—1 + ot ! >t
|n+] nt+2 n+p| n+l n+p n+p
(%20 ko7 )
. -y —<infk+])=Ink 1.
to stavljajuéi p =n, dobijamo wt B gy 1
n n | .
. B —m— = kel p &
Ian+,l.' a, wbn 2 2 Z—"“M(k"l'])*izi—lnk,
§to znadi da je niz (@, ).y divergentan prema Kodijevom kriterijumu. w=t 1 n=f 1

Kako je niz monotono rastuéi, on je odredeno divergentan,

340 341



paje a.y <ag. (ke ), 8o znadi da je niz (g, ). monotono opadajudi. Prema tome

niz { @ ke je konvergentan i postoji konstanta €, tako daje lim a, = C . Primjetimo
b

daje e, =1, teje C </, Takoder slijedi da je £l

—J'+H(n)<lnn<H(n)—-i,tj.
n

wlnn< H(n)<I+inn.
n
;+_;.+m+i =lnn+C+8,, Ovim je (9) dokazano.
1
gdje je (€, )on nula niz, Teorema 7: Za svako » >/ va¥e nejednakosti

Sada ¢emo dokazati neke nejednakosti za harmonijske brojeve. ninn

<H(n)<lfm-+—n[n(]+w]~]. (1

-1 n

Teorema 6; Za svako n > J vrijede nejednakosti

Dokaz: Dokazacemo prvo desnu stranu nejednakosti (10). Prije toga dokazademo

i s admak e
—+nn<H(n)<I+inn. {% nejednakosi
Pl
H
Dokaz: Koriste¢i dokazanu nejednakost (1): Pj(”“m”"” {(n>2) amn
1 a+l - . R . At e et
(1+_) e <(1+W) 1 i to pomodéu principa n;dmz;mtzjc,kc, indukeije. .
i n Za n=3 imamo J+=+—< g3, %o je tabno zhog [+—+—=18333, odnosno
odnosno {(6): 2 3 4 2 3
7 hY
w-:mLHi%i, 2 vind~ 18486
n+/ " n 4
Pretpostavimo sada da je (11) tadno za n= 3 1 dokaZimo da je tada (11) tafno i za
i stavijojuéi v nju redom za n vrijednosti 1,2,3,..., 1/, dobijamo: s+ lmame iz {31
. N H(n+])<[wj~lm+£nnJ+wi’l-—. (12)
—<hz(1+-}<»—, ' ) n+! poil
2 1 ] . Zhoe
i ! i ] i 7 ]
—<ff?[1'+*)<“, I+={ »¢,odnosno in| 1+~ |> ,
3 2 2 R n n+l
: imamo
1
m‘i.(b{].,_ ! < ! . Inn<info+!)— . (13
n 1 n—1 n+i
Kako je
Sabiranjemn avih nejednakosti, dobijamo: n_. n+l
n+l n+2’
FA 1 34 n I 1 : to imamo iz (12) 1 (13):
7+m—+..A+~~<In 2ot = S b e ]
203 . 2 n=1 3oned Hin+1)<2 L cinnvi),
odnosno n+2
342
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QOvim je (11} dokazano. Zbog In(1+3—J>-mjmj iz (11) slijedi desna strana
n n+

. 9
nejednakosti (10). Primijetimo da je ona tagna i za n=2 (za n =2 dobijamo el < tn?

odnosno 2.5 <1,5040871, §to je talno},
DokaZimo saada tijevu stranu nejednakosti (10).
Najprije éemo dokazati nejednakost

H(rz)>ln;;-(n+1), (n>2} (14)

i to opet pomocéu matemati¢ke indukcije.

_ 1 . .
Za n=2, nejednakost (14) je taéna jer je ]+~2~+§m>1n6. Pretpostavimo sada da je
(14) tadno 2za n 2 3 1 dokaZimo da je tada (14) taéno i za n+/ . Iz (14) imamo:

H(n+1,~>m£(n+1}+_’__, (n=3). (13
2 n I

Zbog dokazane nejednakosti (8)

imamo

%(rt+2) o3 ] 3
s il =+ )+ ——>In=(n+2),

i(n+1j 4 2 a4 2

2

t. iz (15} dobijamo
H(n+])>tn%(u+2).
Ovim je (14} dokazano.

Pomoéu matematicke indukcije takoder se lako dokazuje nejednakost

3

-}
{EJ >n, (na>4). {16)

- n—7
(g—(n-ﬂ)} >(—;-n} s

Kako je n+1[>n, imamo
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odnosno zbog {16):

n~}
(—3—(114-1)] S G (1) > — i, (n>4).
2 2 w1

Primijetimo da je gornja nejednakost tana za n=23 iza n=4 (lako se provjeri!) tako
da najzad fmame;
n

mgn(nﬂp ]lrm, {n>2). {7)

-

Iz (14} i (17) stijedi lijeva strana nejednakosti (10},
Lako se vidi da je ona taéna i za a=2, (dobijamo —';—>2l:12, 4. 0,75>0,6931543).
Ovim je (10) dokazano.

Napomena 4. Nejednakost (10) je oftrija (bolja) od nejednakosti (9) poto je

!ruwnfn(!dri] <I+lun, .
In[1+-]w)<i,
n) o n

n

5to je tadno, te

i nilnn
—+inn<
n n-
n—1
lnn> s

n
§to 3e rakode tatno za sve ne N,

Posljedica 2: [z (9), odnosno (10} stijedi da je

lim H(n)=+o,
n3ton

Teorema 8: Za svako » >} harmonijski broj H(n) nije cio broj.
Dokaz: Svaki priredan broj n moZemo predstaviti u obliku n=2% ‘a,, pdje je

k,=0,12,.. t a, neparan broj. Najmanji zajednicki sadr?alac za sabirke u H(n) je

broj 2*-a, gdie je k =max{k, k,,..k,} najmanji zajednicki sadrfalac za a,..a, .
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Po sabiranju svi brojioci sabiraka bit ¢e parni brojevi osim za sabirak — ¢&iji je
2

odgovarajudi brojilac neparan broj. Odavde shijedi da je H{n) koliénik neparnog i

parnog broja, tj. H{n} nije cio broj.

Teorema 9: Vrijedi sljededa jednakost

iH(f)m{n-%-f)H(H}—'?t.

i=f

Dokaz: Imamo

EH(E}2J'+[1+§}+[1+~{+!~1+(1+—1~+_{+~{J+.,.+
i=!

/ !0 ] I
R I S Bl M VL e M R T
2 n—i; \ 2 n—4 n

] i
:rr-}'+_(11—J)-:-i—(n—2)-—;—I-(n——_?)-—i—-i—...—é—lz-——]——-i-]=
> k -

' 3
:nr]-'r(n—I)--;-i-—2—~~2—+(n~2)-é—+%———2§+(n—-j’)-$+j}——3+...+

i !
IS SRS SR NN S NEE S T S AU S SC SR PR SO
n—1 n—{ n—i n n n
P 12 3 1 1
R L T = (=2 ) (g ] e =
R AL
1 !
=n-Hinj+rHin)-H{n)———=2 3. % (=2 )romse (g ] o
2 3 1 - n
S99 ) SR N AU S S MY WP S WY 3 N
2 3 4 n-f n 2 3 2
i I
~n=2; —{n—)—=
n—1 n

st~ i~ ~1—lel e[ ={n+1H(n)=n,

§to je i trebalo dokazat,
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Teorema 10: Vrijedi sljedeéa jednakost

(204 }H(z'):(n+;’J2H{nJ—é-n(n+I).
i=t
Dokaz: Kako je

) I
2isl=(i+1F =i, H{i)=H{i-])+~,
I

imamo da je

'z'(zfu)yu):i(w.ff H(i}~~j>":i2h’(i)=
i={ i=]

=]

= i(iﬂ)gh'(i)ubiiz(H(f—fﬁﬂx
=l i=2 i}

= ST HG )1~ S P H (i) S =

=] i=2 =2

n n-1!
=Y (ieTFH(i)- Z(£+I)2H(ijw—]2~J1(n+1)=
i=f =]

:(n+])2H(n)-——§-n{n+1),

§to je i trebalo dokazati.
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SUMMARY

This book is mtended for mathematics students who during their studics
take courses in Elementary Mathematics (Year I) and Methodology of Teaching
Mathematics (Year HI). Also, the book can be used for classes in Euclidean
Geometry {Year I} course and Elementary Theory of Numbers course (Year I).

This book consists of the following six chapters:

Algebra (Algebraic inequalities),

Geometry and analitical geometry,

Trigonometry,

Theory of numbers,

Problems of maximum and minimum in elementary mathematics,
Miscallenous.

I

In chapter one, the author is engaged in proving vartous sorts of algebraic
imequalities. Variuos inequalities are mentioned and used, like Mean Inequality,
Cauchy-Buniakowski-Schwarz,  Jensen, Huygens, Newton-Maclaurin  and
Hadwiger-Finsler inequalities. These inequalites are often used in this chapter
during the process of proving some other inequalities. Many inequalities in this
chapter are proved in two or more different manners which we consideer extremly
important for eduation of students preparing to become mathematics teachers.

In chapter two which is dedicated to geometry, the author is dealing with
constructive exercises with help of ruler and pair of compasses, ruler itself and pair
of compasses itself. Also, there are proves of some theorems in connection to
triangle and some inequalities in connection to triangle as well. There are given
three geometric proves of inequalities of arithmetic and geometric means of three
positive numbers. At the end some significant theorems in geometry are proved by
using analitical geometry.

In chapter three there are given various proves of some trigonometric
ineaqualities and several different solutions for some trigonometric problems,
There are given some instructive examples of trigonometry applications in algebra
while solving equations, systems of equations and proving algebraic inequalities.
Also, there is number of various solutions for one interesting (rigonometric
equation.

Chapter four is dedicated to the theory of numbers and there are some
articles dedicated to Great and Little Fermat theorems and Fermat number, one
criterion for division, solution of Diofantes equalities (non-linear) and  Pell
equation.
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The fifth chapter is dedicated to methods of finding extreme values of
functions using elementary processes. There are four methodes processed (basic
method theorem or method of principle, method of introduction of auxilliary angle,
inverse function method and methed of indefinite coefficients). With every method
explained is given number of interesting examples (total 34) which makes this
chapter very interesting and useful. The advantage of elementary manners in
finding extreme values of functions is often evident and more efficient comparing
to use of differential calcujus

The sixth c]mplez contains various articles concerned with solving one
equation of third degree in several different manners, summ of degrees of natural
order numbers, harmonic numbers, mathematical induction and calculus of one
interesting limit.

Here should be mentioed that there is some minor intentional overfaping in
the text of the book, but it does not influence compactness and continuity of this
book.

I believ that this book will help mathematics students and students of
technical vocations with their Elementaary mathematics and Methodology of

teaching mathematics courses. In every manner it will impove the lileratare found
in this area. With this book future teachers will improve and advance their
knowledge in expert and methodological sense which was the mamn aim of the
author of this book.
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1967, Nauéni stepen magistra stekao je u decembru 1882.
gedine na Sveutili$tu u Zagrebu. Doktorsku disertaciiu je
odbranio 4 februaru 1999. godine na Prirodno-matematickom
fakuitetu u Sarajevu.

Radic je kao profesor matematike u Skolskom centru u Trebinju
od 1987. do pofetka 1993. godine kada ie protieran sa svojom

e porodicom u Crnu Goru (RoZaje}. U periody 1980.-1992. radio
je | kao predavaé matematike na Gradevinskom fakidtetu u Mostaru, Od marta 1893.
do kraja novembra 1893. boravie je u Danskoj kac prognanik gdje je u gradu Nyborgu
osnovao osnovnu Skolu od [ do VIl razreda za diecu bosanskih prognanika i izbjeglica.
Od decembra 1993. do avgusta 1996. boravio je sa porodicom kao prognanik u
Berlinu. Tu je doprinic otvaranju odjeijerja zavrénih razreda bosanskes gimnazije. Dvije
Skolske godine je ulestvovao u radu Seminara za matematiku § njenu didakiiku pri
MatematiGkom institutu Humboldt Univerziteta u Berlinu | tokom 1995/98. Skolske
gedine drzao je predavania iz odabranih obiasti matematike za nadarene utenike sliina
berlinske gimnazije "Heinrich Heriz",

Od septembra 1996. do jula 1899, godine je radio u zvanju viseg asistenta na Odsjeku
za matematiku Prirodno-matemati¢kog fakulteta u Sarajevy, a od jula 1899. godine do
danas u zvanju docenta, a zalim u zvanju vanrednog profesora gdie je predavao
Analizit t {dvije Skolske goding), a stalno Metodiku nastave matematike i Elementarnu
matematiku, Sto predaje | sada. Osam godina je predavac Matematiku | na Fakultetu
za saobracaj | kemunikacile u Sarajevu. Danas predaje Matematiku na Farmaceutskom
fakultetu i PedagoSkoj akademiji u Saralevu. Kao gostujuci profesor predaje vec osam
godina na Prirodno-matematitkom fakuliety Univerziteta u Tuzdi | jednu godinu na
Nastavnitkom fakultetu Univerziteta "Dzemal Bijedic" u Mostaru. Bio je i struéni
saradnik u Prvoj Bosnjatkoj gimnaziji u Sarajevu (dvije goding) i u Drugoj sarajevsko}
gimnazifi (Cetiri godine).

Sefket Arslanagi¢ je objavio 30 paudnih radova iz oblast geometrijskih i analitidkih
nejednakosti { preko 270 struénih radova iz matematike i njene metodike, Objavio je u
BiH i 18 knjiga iz malematike. Svoje naugne | siruéne radove je objavijivao u
Nijematkoj, Kanadi, Australiji, Maleziji, Svajcarsko), Madarskoj, Ceskoj, Danskoj,
Rumunifi, Srbifi i Crnoj Gorl, Hrvatskej, Sloveniii | Makedoniji.

Predsjednik je Sekclje za rad sa nadarenim udenicima UdruZenja matematiara BiH,
urednik je casopisa "Triangle" za utenike | nastavnike osnovnih 1 srednjih $kolg, Clan je
redakciie slovenatkog Easopisa "Matematika v Scli”, direktor Ljetne $kole miadih
matematiara Modrac. Clan je uredivadkog odbora naudnog &asopisa "Octogon—
Mathematical Magazine" iz Rumunije. Godinama radi sa nadarenim ufenicima za
matematiku u BiH koji su od 19597, do 20035. gedine osvoijili 18 medalja i to 2 srebrena i
18 bronzanih na Medunarodnim matematitkim olimpijadama,
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