
























































































































































































































































































































Uvrstivsi ove vrijednosti u (1) dobijamo jednaCinu: 

12x2 -4( a+b )x+ab =0, (3) 

Sarno one vrijednosti ad x, jednacine (3), odgovaraju zadatku, koje su 

pozitivne i manje od %. Kako je f(%)=( b-a)< O. jer je b < a, to znaci da su 

korijeni realni i da se £ nalazi izmedu njih; oba su pozitivna, jer im je zbir i proizvod 
2 

pozitivan i poredak im je: 
b 

O<x, <-<x,. 
2 -

Zadatku odgovara sarno: 

Primjer 35: Naci maksimalnu vrijcdnost funkcije y:::: x( 40-x)( 25 -x); XE (0,25 j. 

Pomnozimo datu funkciju sa konstantom k( k + I ) . 

Imamo: 
k( k+l)y =( k+l )x( 40-x)( 25k -10:). 

Kako je: 
(k + 1 )x+( 40-x )+( 25k -10:) = 40+ 25k( = const), 

to maksimum nastaje za: 
( k + 1 )x = 40 - x = 25k - 10: . 

Rjesavanjem po xjednacina: 

(k+l)x=40-x, (k+l)x=25k-lo:. 

nalazimo 

i x= 25k ,odakleje k=2,a x=JO. 
k+2 2k+l 

Dakle, maksimum nastaje za x = 10 i iznosi 4500. 
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VIGLAVA 

RAZNO 



CETIRI NACINA RJESA VANJA JEDNE ALGEBARSKE JEDNACINE 
TRECEG STEPENA 

Sada cerno dati cetiri razna rjesenja jedne algebarske jednacine treceg stepena. 
Rijec je 0 sljedecoj jednacini: 

i 2 1 
X+X +X:::::--; XElR. 

3 

Rjesenje 1 (graficko): Nacrtacemo grafike funkcija 

3 2 . J y=x +x +X 1 y=--
3 

i pokazati dajednacina irna sarno jedno reaIna rjdenje Xo E ( -~'-1). 
y 

-I a x 

y=-113 

Imamo 

-/ 

)' =x' +X2 +x= x( x2 +x+1) 

y=O za x=O jer x2+x+l>0 '<;fxER 

y' ::::; 3x2 + 2x+ J; y' > 0 Vx E lR.. tj. f-ja stalno raste; 

J 
y' =6x+2; y''':::::0 za x=--

3 
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-}+3-9 

27 

dakle funkcija ima prcvojnu tacku 

v(1)=3; v(-})=-}: v -- =--+---=----=-: (
}) }} } -}+2-4 -3 

... 2 R42 8 8 

-3+6-12+8 =-~<O, 
24 24 

sto znab da data jednacina ima samo jedno fealno rjcsenje Xo E ( -i,-1')' a odavde 

-;;-3 5 
Xo "" --- = -~ "" -0,42 . Naravno. ovo rjcsenje je gruba. 

2 12 

*\ '! 7 J Rjesenje 2 (pomocu Kardanovog' obrasca): lmamo X" +x- +x+-=O. te nakon 
3 

. } 
slllJcne x = y --: 

3 

,,}},2} . 
V' -Y"+-l'-~+y---)'+-+)':o;;;O,tl. 
. 3" 27 F 9· . 

OJ Gicronimo Cardano (1501-1576), italijanski m3tematicar 
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Kardanov obrazac daje: 

odnosno 

It = 3 - :7 - 2~2 + 2~2 = 4- :7 -:; = -f~ 
Dakle. Ff(if2-~): (3Itnp=O) 

odnosno 

ili 

x = ·-0.442493334 . 

Rjdcnje 3 (pomoc:u metoda iteracije): Data jednacina je ekvivalentna sa jednaCinom 

) 7 I .. bl.k x=-x -X---,tJ. JJna 0 1 x:::;l(x). 
3 . 

Kako je f'( x )=-3x2 --2x, zakljucujemo da za XE (_{._i) _ 3 .. d· f'( }) } VrlJC 1 -- =-, 
2 4 

f ,( }) } t· If·'( )I<} .. . . . .. -3 =3 J· x -3 paJClspUl1JcnUVJetzalteraC1JU: 

If'! x)1 ~ q <} za svako XE ( -±,-f). 
S · } I· taVllTIO Xo = --, na aZll110 

2 

l , } } } } 3 -6 -8 }} 
x, = -xo -xii --=------=---=-~"" --045833333 

384324 24' 
l , } 

x, = -xi -xi -3 = O,09628}829-0.2}0069444 -0,333333333 = 

= -O,447}2094; 
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Dakle. 

X; ~-x; -xi _!..~0.089387142_0.199917142_0.333333333~ 
, 3 

= -0.44386333; 

"4 ~ _X3, -xl-!.. ~().087447583-0.197014658 -0.333333333 ~ , , 3 

= -0.442900408; 

x5 =-x;-xl -!.. =0,086879686 -0.196160771-0.333333333 = 
3 

=-0.442614418; 

x6 = -x;-xJ -f = 0,08671 1494 -0.195907523-0,333333333 = 

= -0,442529362; 

x7 = -x~ -xi -!.. = 0,08661515-0,195832236 -0,333333333 = 
3 

= -0,442504054. 

x = -0,4425. 

Aka za priblizno rjesenje usvojirno X7, tada fla osnovu formule za procjenu greske 

dobijamo Ix? -/ I < (~) "'" 0,000061035 , gdje je / jedino tacno rjesenje jednacine. 

Rje,~enje 4 (elementatno): Imamo 
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,2 1 
X' +x +x=--/·3 

3 

~3xJ+3x2+3x+l=O 

~ 2xJ +x3 +3x2 +3x+i=O 

"" I x+ 1 >' = -2x' /' 

<=>x+I=-xif2 

<=>(/+if2)x=-1 

-I . 
<=>x=~,tJ. 

J+~2 

-I l-if2 +<f2i 1 
x- --3(1-if2d4). te 

- 1+if2I-if2+<f2i 

x = -0,442493334. 

o MATEMATICKOJ INDUKCUI 

Metod maternaticke indukcije je jedan od vaznih metoda zakljuCivanja II 

matematici, pa sarnim tim i u matematicko{ logici. 
Ovaj metod se najcesce nazi va princip'" matematicke indukcije. On se sastoji u 
sJjedecem: 

Neka je P(O),P( 1 ),P(2), ",P(n) niz iskaza. To je niz tacnih iskaza ako su 

ispunjeni uslovi: 

(1) P( 0 ) je tacan iskaz, i 

(2) P(O)=> P( 1 ),PI I)=> P(2), ... Pln)=> P( n+l) su tacni iskazi. 

Koristenjem matematicko-Iogickog jezika, princip matematicke indukcije se maze 
zapisati**l: 

('linE H)Pln) 

je tacna aka je 

(1) P( 0) tacno, i ako je 

(2) ('linE H)(Pln)=> P(n+l)) tacno. 

Jos krace: 

(P( O)A ('lin E H)( PI n) => P( n + 1 J)) => ('linE H)P( n) .. .lnd( nl-n+ 1 ). 

Valjanost metoda matematicke indukcije pociva na sljedecem, smatramo, ocigJedno 
ispravnom rasudivanju: 
Ako je tacno P( 0 ), onda s obzirom da je tacna P( 0 ) => P( j ), tacno je i P( J ) . Kako 

je tacno P(l)=> P(2). tacnoje i PI 2). 

Buduci da je tacno P( 2 ) => P( 3 ) , tacno je j P( 3 ), itd. Zakljucijemo da je tacno P( n ) 

za svaki n EN. 
Zato princip matematicke indukcije usvajarno kao tatan. Napominjemo da se pri 
strogom zasnivanju teorije brojeva ovaj princip uzima kao aksioma, i nazi va aksiomorn 
matematicke indukcije. U rnaternatickoj praksi se upotrebJjavaju odredeni nazi vi za 

'j Principom se obicno zove zakon velike generalnosli. provjeren tacnos{;u svojih 
posijedica . 
.oj Ponekad je pogodno pretpostaviti da OE N; U ovom slucaju to i Cinimo, a cinit cerna i 
ubuduce. 
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dijelove formule lnd( nrn + J ). Taka se P( 0) naziva baza indukcije, irnplikacija 

P( fI ) => P( 11 + J ) korak indukcije, a P( n.l u ovoj implikaciji - indukcijska hipoteza 

(pretpostavka). "Oblik indukcijskog koraka" zakIjucivanja sa n na 11 + 1 opravdava 
oznaka Ind( nr-n + J) koju srno upotrijebili za formulski zapis metoda rnaternaticke 

indukcije. 

Pokazimo to na sljedecern primjeru: 

Dokazati nejednakost 211 >n(I1:=0,1.2, .. ). 

U ovom slucaju P( 11 ) je nejednakost 211 > 11 • 

(1) P( 0 ) je nejednakost 2° > 0 , tj. I> 0 koja je tacna. 

(2) Dokazujemo (Ill' E N)(P( n)=> P( n+ I)) odnosno (lin E N)( 2" > n => 2"+1> n+ I). 

U svakom dokazu indukcijorn, pa i u ovom dokazu indukcijskog koraka 
P( n)::::::> P( n + J) se pristupa tako sto se pretpostavi P( II) (indukcijska hipoteza) i to 

pogodno iskoristi da se dokaze P( n + J ) . 

Pretpostavimo da je P( n) tacna za neko n(;?: 0 ) ,tj. ]'I > 11 • 

Kako je 

to poslije sabiranja gornjih nejednakosti dabijamo: 

2·2 n >n+J, 
odnosno 

]'1+1 > n + 1 (za neko Il;?: 0 ). 

Ovirn je dokazano prO) i (IIIIE N)(P(n)=> P(II+I)). pa je prema principu 

matematicke indukcije (VnE N)P( n) tacno. U ovorn slucaju (VnE N)]'I > n. Kraj 

dokaza. 

Primijetimo da se svaki dokaz indukcijom zavrsava ako je dokazana baza indukcije i 
indukcijski korak. 
Primjena meloda matematicke iodukcije u pokusajima dokazivanja nekih tvrdenja je 
kod pocetnika povezana sa raznim greskama. Pokazaeemo neke od najtipicnijih i 
ukazati na uzroke. 
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Istaknimo. prije svega, da su uslovi P( 0) i (Ill' E N) (P( n ) => P( n + I)) ne sarno 

dovoljni da vazi (V'IlE N)P( II) vee i nepohodni. Nairne, aka vazi (V'n E N)P( n) 

onda je, naravno, tacna P( 0 ), i tacan je svaki P( 11), pa je tacna svaka implikacija 

P(n)=>P(n+I),tj. (IInEN)(P(n)=>P(n+I)). 

Preciznije, Ind( nl-n+ 1 ) je ekvivalentno sa i1'0 ),,(lInE N)( i1' n)=>i1' n+l)) ""ilinE N) i1' n). 

Medutim, ne sarno to. Uslovi P(O) i (Vn E N)( P( n) => P( n+ 1») su nezavisni, tj. 

nijedan od njih ne proizilazi iz drugog. Prema tome, u dokazirna metodom 
matematicke indukcije moraju se dokazati i baza i indukcijski korak. 

Ako nesto od toga nije tacno (V'n E N) P( 1/) je oetacno (jer je ovdje rijec a konjunkciji 
dvajll iskaza). 

Izvor greSaka se upravo i nalazi II prenebregavanju prethodnih napomena. Evo 
nekoliko primjera: 

Primjer 1: Tvrdeoje (VnE N) 6!n je svakako netacno (1611); a smatrati da je 000 

tacno sarno zato sto vazi baza 610 i ne provjeravajuei indukcijski korak 61n => 61n + J 

(koji nuravno ne vazi), pogresno je. No o\'akvu grdkll - provjeriti baw, a ne 
~ndukc!~ski karak, rijetko ko ee ucinitl. No, nazaiost, cestaje obrnuta'greska - provjera 
mdukclJskog karaka, a ne j baze. 

Primjer 2: U tvrdenju (V'nE N) 212n+3 indukcijski korak "proJazi". Nairne, 

2(11+1)+3=(2n+3)+2 pa aka 21211+3 onda 21(211+3)+2, tj. 21 2(n+I)+3. 

Medutim, ovo je netacno (neparan broj .ie djeljiv sa 2 !!!). "Dokaz" je, naravno. 

neispravall zato 5tO ne vazi baza; za 11:::;:: O. dobijamo 213! Dakle. treba strogo voditi 

racuna da se dokazu i baza i karak. -

Gornji primjeri su dosta prosti. Eva lleStO slozenijih primjera: 

Primjer 3: Ceste su greske pri dokazivanju iodukcijskog koraka. lzvor im je u 
zanemarivanju matematickih uslova koje nameee priroda zadatka. Evo primjera: 
Dokazujemo (VnE N) n2 ;?: 2n. 

Bazaje O;?:O itacnaje.Ako n2;?:2n,onda (n+J/:=n 2 +2n+J:?:2n+2n+l -zbog 

pretpostavke ;?: 2( 1/ + I) - jer 211;?: J . 

Dakle, (II + 1 !' " 2( II + 1 ) . Kraj dokaza. 

Medutim, za 11::::: J nejednakost n2 ~ 21t daje J;?: 2, sto nije tacno. Gdje je grdka? Pa, 
ako se vratimo dokazu indukcijskog koraka, primjeeujemo da smo koristiJi 211 C. 1 sto 
za n:= a llije tacno. 

323 



Primjer 4: Evo jos nekih prirnjera koji ilustruju neophodnost baze indukcije. 
a) Pretpostavimo Ii da je 

tacna za n=k, tj. 

1+2+ ... +2" =2 k+
J

, 

tada je takoder tacno 
1 +2+ ... +2k +2k+J = 2k+J + 2k+J = 2 .2k+J = 2k+2 . 

(I) 

Prema tome, akoje (1) tacno za n=k. ondaje tacno i za l1=k+1. Medutim. (1) nije 
tacno ni za jedan prirodan broj n. jer izraz na lijevoj strani u (1) ima vrijednost 

t1+1 _ J koja je uvijek manja od 2n+J 
• 

b) Pretpostavirno Ii da vazl 

(nEN), (2) 

tada je, takoder, tacno 

1+2+ .. +11+(11+1 )=~(I1+~)' +(n+1 )=~((n+1 )+~)' 

Dakle, ako je (2) tacno za 1/. tada je tacno i za n+l. Medutim. (2) nije tacno ni za 

jedno n,jer je 1+2+ ... +nprirodan broj, dok to nije slucaj sa ~(n+~J. 

Sada cerna dati jedan prirnjer, pravi "biser" koji ukazuje na potreban oprez pri primjeni 
matematicke indukcije: 

Primjer 5: "Dokazacemo" matematickom indukcijom da su svi prirodni brojevi 
medusobno jednaki. Dokaz cerno provesti tako da pokazemo da su za svaki skup S 
koji saddi neki proizvoljni (odreaeni) konaean broj n prirodnih brojeva ti njegovi 
elementi medusobno jedanki. 
1° Baza indukcije. Ako S sadrzj sarno jedan element. tvrdnja oeito stoji jer tu meal! 
elementima ne moze biti razlicitih. 
2° Korak indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za skupove S koji sadde k 

prirodnih brojeva, i neka skup So = {nJ , ... ,1ik+J} saddi k + J prirodnih brojeva 11, . 
Po pretpostavci indukcije vrijedi: 

(3) 

(4) 
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Iz (3) i (4) imamo daje 

Cime je korak indukcije proveden i tvrdnja dokazana. 
Gdje je greska u zakljuCivanju? 

(5) 

Greska je u tome sto za k = 1 relacije (3) i (4) gJase sarno" nJ ", odnosno .. n2", pa 

nerna zajednickog elementa koji bi omogucio preJaz na (5). 

o neophounosti koraka indukcije veoma ilustrativno govori sljedeci primjer. za koji 
smatramo daje veoma interesantan: 

Primjer 6: Poljski matematicar W. Sierpinski je naveo sljedeci primjer za neophodnost 
stava (2), tj. stav 0 koraku indukcije: 

Neka su 11 i III prirodni brojevi. tada broj 99111 2 +1 irna osobinu 

2 {nije kvadrat cijeJog broja za n < nI, 
991n +1 

=( 379516400906811930638014896080 l za 11 = In, 

gdje je: 
In = 12055735790331359447442538767. 

Kao sto vidimo, tvrdenje da broj 9911/2 + 1 nije kvadrat cijelog broja istinito je u 
veoma velikom broju slucajeva, tj. za sve prirodne brojeve od 1 do m-1, ali nije 
istil1ito za n == m. r ovaj primjer ukazuje na to da jedno tvrdenje koje zavisi od 
prirodnog broja ll, moze biti istinito za fl = 1,2,3, ... ,k, gdje je k vrlo veliko, ada ne 

bude ipak istinito za svako n . 
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o SUMlRANJU STEPENA BROJEV A PRIRODNOG REDA 

Rijec je 0 iznalazenju sume 

akoznamo S/n),S':!(n)"",Sk_f(n). 

Nacin koji cerna izloziti je u vezi sa diferenciranjem izraza 

F(X)=(X-J){X2 +X3 + ... +Xll
) iii F(x)::::x"+l_Xl. 

Razmolrimo posebne sJucajcve: 
]0 Nati sumu 

SI( 11) = fill, (k = I). 
III"'} 

Nademo izvod drugog reda od F( x), tj. F"( x) ima oblik: 

2(2x+3x2 + .. +nx .. - I )+(x-1)(2·!+3·2·x+ .. +n(n_J)xn- 2 )= 

=:;;( n+i )m..n- 1 -2. 

Stavljajuc.i II (1) x:= I , nalazimo: 

2° NaGi sumu 

Imamo daje 

2(2+3+ .. +n)",,"(11+1 }/I-2, odnosno 

( 7 1 )_(11+1)11 I '1' 
~+. + .. +Il ---2-- , II 

l1(n+1) 
1+2+3+ .. +Il=---=Sdnj. 

2 

S2(I1)= f 1Il
2

. (k =2). 
III=! 

(1 ) 

(2) 

F'( x)=3( 2 ·1+3·2x+ . . +II( 11-1 )X"~2 +( x-I)( 3·2· 1+4·3·2x+ ... +11( 11-1)( n-2 )x"~3 )= 

= (n + 1 )n( n - J )x'1-2 , (3) 
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Za x = I, (3) postaje 

Dakle, imamo 

ili 

.:,to Naei sumu 

Nadimo F IV 
( x) : 

3( 2 ·1+3·2+ ... +II( 11-1 ))=( 11+1 }n( n-1}. 

,:;.. ( I) (n+I)II(II-1) 
L.. m 111- :::: • 

TIl=l 3 

(11+1 }II(n-l) . 
S2(II)-SI(I1} 3 .tJ. 

(11+I}n(n-1) II(n+l} 
S2(11) +---

3 2 

n(I1+I)(211+1) 
S,In} 

6 

I] 3 
S,(II)= I III , (k =3). 

m=1 

+( x-I)( 4·3·2· 1+5·4 ·3·2x+ ... +n( 11-1)( n-2 )(11-3 )X,,-4 )= 

=(11+1 )n(n-l)( n_2)xn- 3 , 

Iz (5), stavljajuCi da je x = 1 , dobijamo: 

odakle je 

iii 

4( 3·2·1+ ... +n( n-1)( 11-2 ))=( 11+1 )n(II-1 )(n-2), 

im(m-l)(m-2) 
111",,1 

(n+1}I1(n-l)(n-2) 

4 

S ( ) 3S ( ) 2S ( ) 
(II + 1 )n( II-I )( n - 2 ) 

1 II - 2 fI. + 1 fl - , . 4 

(4) 

(5) 
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Koristeci (2) i (4) lako dobijamo: 

Aka produzimo proces diferenciranja F( x) na red ( k + 1 ) , uz uslov x;:::: 1 , dobijamo: 

FIk+IJ( I )=( k+ I)'i: m( m-I) .. ( fIl-( k-I)) 
/11..,,1 

F Ik +
I
'( I )=(n+1 )n(n-I) .. (II-(k-/ i), gdjeje 2 $k+1 $ 11+1. 

Imamo dakle 

'i: fIl( m-I) .. ( m-( k -I)) (11+ I )II( n-I ) ... ( 11-( k -I )) . 
/11=/ k+l 

(6) 

lednakost (6) se moze provjeriti metodom potpune matcmaticke indukcije po k. Iz (6) 
dobijamo: 

(11+1 )11(11-1 ) ... (n-(k-I )) 

k +1 

Odavde se maze naci Sj:(n) ako znamo sume S,( 1/ ),,,,,Sk_,(n) i koeficijente 

A,(r=I,2, .. ,k-I). 

Ukazimo na nacin izracunavanja koeficijenata Ar • Posmatrajmo proizyod binoma: 

(m-O I( III-I I( 111-2) ... ( m-( k-I)), 

koji se razlikuje sarno u drugim Clanovima. Koeficijent uz mk- r u konacnom obUku 
toga proizvoda jednak je Ar; 

Odavde se oa osnovu Vietovih formula lako yidi cemu su jednaki koeficijenti AI" 
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Npr. za k ;:::: 4 imamo: 

'i: fIl( fIl-1 I( fIl-2 I( fIl-3)= (11+1 )II( n-I I( n-2)( n-3) 

m=1 5 

gdje je 

Sada je 

SI ) -6S() IIS() 6S() (1I+/)II(n-II(II-21(1I-3) 41!- lll- 2n+ ,n+ . . 5 
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o .JEDNO.! GRANICNOJ VRIJEDNOSTI 

U OYon1 clanku cemo se baviti izracunavanjem graniene vrijednosti koja glasi: 

lim (_1_+_1_+ .. +~). 
11--t+<-> n+J 11+2 211 

(1 ) 

Najprije cemo dokazati da vrijedi nejednakost: 

1 1 1.fi 
--+--+ ... +-<-; (nEW). 
11-1-1 11+2 211 2 

(2) 

Dokaz: Koristiccmo nejednakost (A $; K) izmedu aritmeticke j kvadratne sredine n 

pozilivilih bl"lljeva koja glasi: 

~11+a2+ .. +°/1 < rcI7+a~+ ... +a;.( 0'--1) 'l.F· , ai > ,1- ,n . 
II ~ n 

Na osnovu te nejcdnakosti. imamo: 

-n-~-l +;-'~-2 ++ :n J(~,-S r ++J ++(Lr 
II ~ n 

(ovdje vrijedi stroga nejednakost jer je _1_ ¢ _1_ * .. '* ~ ), odnosno 
1l+1 11+2 211 

(_/_+_1_+. +~)' <n[ __ l_+ __ l_+ "+(2,1,)2]' 
\,11+1 n+2 .. 211 (IJ+Ji (n+2/ 

Sabiranjcm ociglednih nejednakosti: 
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1 1 
---<----
(n+1/ n(Il+1j' 

__ 1_ < _--,1,--_ 
(11+2/ (11+1)(11+2)' 

1 1 
-( 2-,-,),- < "'(:::2,-,--1-o-)"'2-n ' 

(3) 

dobijamo 
1 1 1 1 1 1 

---+---+ .. +--, <---+ + ... +-----= 
(n+1)2 (n+2), (2nf n(n+1) (n+1)(n+2) (2n-I)2" 

1 1 1 1 1 1 
=----+-----+ .. +----= 

11 1/+1 fl+l 11+2 2n-} 2n 

1 1 

II 2n 211 

Sada dobijamo iz (3): 

(
_1_+_1_+. +~)2 < nil 
11+1 11+2 . 211 2;;=2' 

i odavde 

1 1 1.fi 
-+--+ .. +-<-(~O.7071068), g.e.d. 
11+1 11+2 2n 2 

Dakle, nejednakost (2) je tacna. Sada se postavlja pitanje: Koliko iznnsi granicna 

vrijednost (l)? Sigurno, ona je sasvirn blizu vrijednosti .Ji. Sada cemo dokazati da 
2 

ova granicna vrijednost iznosi ln2 "" 0,6931472, tj. 

. (1 1 1) 1/111 l--+--+"'+- =ln2. 
11· ... ++= 11+1 11+2 211 

Dokaz 1: Iz poznate nejednakosti 

( 1)" (1)"+' 1+-;; <e< 1+-;; ;(IlEN) 

slijedi 

( i)" (1)"+1 In 1+;; <lne<ln 1+;; 

iii 

I/ln(J+:) < 1 « 11+1 )In(l+;) 
te odavde 

1 (1) 1 . --<[n 1+- <-;(UE N). 
n+l 11 It 

(4) 

331 



Dobijamo sada iz (4) niz nejednakosti: 

__ I_<ln(I+!"); _1_>ln(I+_I_) 
n+l n n+1 n+l 

_1_ < /11(1+_1_); _1_> In(I+-'-) 
n+2 11+1 11+2 11+2 

1 ( I) 1 ( I), -<In 1+-- ;->111 1+- ,tJ. 
2n 2n-1 211 2n 

nakon sabiranja gornjih nejednakosti: 

odnosno 

_1_+_1_+ .. +~< In( 1+i)+lfl(I+_I_)+ .. +/11(1+_1_) 
n+1 n+2 211 \ n 11+1 211-1 

_1_+_1_+ .. +~ > In( l+-I-)+ln(I+-I-)+ ... +ln(l+.i..), 
11+1 11+2 211 \ n+1 n+2 2n. 

,_I_+_I_, ... +~<lnlrn+1.n+2 .... 211 1 
11+1 11+2 211 11 n+1 2n-l) 

-..!._+_I_+ .. +~>ln(I1+2.n+3 .... 2n+1),tj . 
11+1 n+2 211 l1+f n+2 211 

1 1 1 2n 
--+--+ .. +-<111-=[112 
n+1 11+2 211 11 

1 
1 1 1 2n+1 2+-

--+--+ .. +->In--=In __ ", 
n+1 1/.+2 2n n+1 l+i 

n 
Dakle, vrijedi 

1 
2+-;; 1 1 J 

111--<--+--+ .. +-<ln2, 
l+.!... 11+1 n+2 21Z 

n 
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a odavde 

l 1 J 
2+- 1 1 1 

lim 111 __ 11 :::; lim (--+--+ ... +-)s lim In2 
" ..... +00 1+L n~+oo n+1 11+2 2n Il~+<><l 

n 

iIi 

,(11 1)/2' 1112:::; lim --+--+ ... +- S n ,tJ. 
".-)+00 11+1 11+2 2n 

po teoremi 0 "dva policajca": 

lim I --+--+ .. +- =b,2 t q.e.d. (I 1 1 ) 
IH+<><l\n+l 11+2 2n 

Dokaz 2: Ovdje cemo koristiti jednu poznatu cinjenictl iz matematicke analize: 

lim I+~+-+ .. +~-lnn =C, tJ. ( 
1 1 1 ) , 

J1~+OO 2 3 II 

1 1 1 
1+-+-+ .. +--~n=C+~, 

2 3 n 

gdje Ell --t 0 kad II"""" +00 i C "" 0,577216 je poznata Ojlerova konstanta. 

Nekaje 

slijedi 
1 1 1 

Z2H -zn =--+--+ .. +-. 
n+l 11+2 211 

Sada uobijamo zbog (*): 

ZII =lnn+E" +C, 

i odavde 

Z21l - ZII = In2n -lnll+E2n -En' 

Sada dobijamo iz (5) i (6): 

(* ) 

(5) 

(6) 
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J 1 J 211 
/l + 1 + n + 2 + "+2;;::::: In-;;+£211 -£11' te 

lim (_1_+_1_+ .. +~):::::ln2+ lim £2n- lim IOn. 
II-++<'" 11+1 11+2 211 II-++<» Il-tT<>o 

odnosno zbog lim £21! ::::: () i lim £/1 = 0 : 
II-++<» """'+<><> 

I,.,." (_1_+_1_+ I ) .. +-- =ln2,q.e.d. 
II-->"""" 11+1 11+2 211 

Dokaz 3: Najprije cemo dokazati da vrijedi jednakost: 

I I I III I I --+--+ ... +-::: 1--+---+ ... + ____ . 
n+i 11+2 211 2 3 4 211-} 2n 

Imamo 

I I I 
=--+--+ .. +-, 

11+1 11+2 211 

tj. jednakost (7) je tacna. 
Iz TejJorovog reda 

"" XII 
Inl I+x)= II -1 r'·-; I -I ~ x ~J) 

11",,1 II 

dobijamo za x:::- 1 : 

"" (-} t+! }}} 
In2= I---=1--+---+ 

""" II 2 3 4 
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(7) 

(8) 

Sada se dobija iz (7) i (8): 

lim (._I_+_I_+".+~)::::: lim [1_1-+1-_1-+ . . +_( -_1_1_"_' j:::::ln2. q.e.d. 
'11-~+= n+l 11+2 211 1'-7+= 2 3 4 11 

Napomena: Dokazuje se da vfijedi poopcenje: 

lim (-.!_+_I_, ... +~)=lllk' 
11-++<>0 n+1 11+2 Ilk 

gdjeje !lEN i k=2,3, .. 

LITERATURA 
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HARMONIJSKI BROJEVI') 

Harmonijskirn brojevima nazivamo sume oblika 

1 1 1 
H(n)=1+-+-+ ... +-

2 3 fl 

sa osobinom da je svaki sabirak, pocevsi od drugog, harmonijska sredina susjednih 
sabiraka. U ovom Clanku dokazacemo za harmonijske brojeve neke osobine, 
nejednakosti i identicnosti. 
Neke tacne vrijednosti za H(n) date su sa 

H(5)=137,H(10)= 7381 ,H(15) 1195757 
60 2520 360360 

H ( 20 ) 55835135 H ( 25 )._ 34052522467 
15519504 8923714800 

Primijetimo da harmonijski brojevi sa povecanjem n rastu veoma sporo jer je 

H(1000)=7,48,. . .,1J(IIJ' )=9.7876, .. .,H(106 )=14,39 .... 

Prije nego sto se pocnerno baviti harmonijskim brojevima, dokazacemo neke vazne 
teoreme iz nizova. 

Teorema 1: Niz 

je monoton i ogranicen. 

D k P · . 1 /0 kl ... d o az: rva tn Glana ovog !1lza su: 01 :::::2,Q.) =2-,o, =2-, ada e shJedl a J'e 
, 4' 27 

01 < (/2 < 03' Dokazacemo daje all < a ni_} za svako HE N. 
Kako je 

1+·-=1+-----= 1+- 1----1 1 1 (1)[ 1) 
n+l n n(n+l) n (n+1/' 

to je 

( 
1 ),"1 ( 1 )" 1+-- = 1+-

n+ 1 fl ( )

,,+1 
n+l 1 ___ 1_ 

fI (n+l / 
(I) 

OJ Koautor Zdravko Stare 
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Posta je _....l._ > -J , to se na osnovu poznate Bernulijeve*l nejednakosti koja glasi 
11+1 

(1+xt'?l+nx,x>-J, n>1, (liEN), 

(znak jednakosti vazi za x"'" 0 i za n == 1 ), dobija 

I 1 n 
[ )

,,+1 

J-(n+ll >1- 11+1= 11+1' 

a sada iz (J) slijedi 

( 1 ),,+1 ( 1)" 1+-- > 1+-
11+ J n 

tj .. {/II+J > {III' Dakle, niz je rastuCi. 

Kak ' 1 . 
OJC 1--

2 
< J, !!TIUlTIO 

4n 

odnosilo 

1 1 
i+-<--

211 I ' 
1- .. ·-

211 

( 
1 )'" 1 

1+211 «1_1.._)2'" 
211 

Prema Bernulijevoj nejectnakosti irnamo 

(1-~)" >1-~=~, 211 2 2 
a odavde 

1 
--'-=<4, 

( 
1 .)'" 1--

211 
tj. iz (2) slijedi 

( 
1 )2" . 

1 + 211 < 4, tJ. alii < 4, 

(2) 

Kako je all < (1 211 ' dobijamo takode da je a/I < 4, sto znaci da je niz ograniccn odozgo. 
Ovim je lcorema dokazana. 

OJ Bernoulli, Jacob (1654-1705), svajcarski matematicar 
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Napomenn 1: Kako je niz (all) monoton j ogranicen, on je konvergentan; njegova 

gnlilicna vrijednost oznacava se sa e, tj. 

gdjeje e=2,71S ... 

Teorcma 2: Niz 

lim 1+- =e, ( I)" 
" ... -H-= 11 

( 

I '1',+1 
bl!;:::; 1+--)' 

11+1 
(n ~ 1,2,3,. .. ) 

je monololl j ograniccn s granicnom vrijednoscu koja iz.nosi e. 

(3) 

Dokaz: Prva lri clana ovog niza su bl ;:::;4,b? ;:::;3!..,b, =3
13

, odakle slijedi da je 
.. 8' 81 

bl > h2 > b, .. Dokazaccmo da za svako J1 EN vazi b'l > b'Hi' tj. da je niz monotono 

opadajuCi. 
Imamo 

( l" 1+-

( I f' ~ n n 
1+--- . _-

b,,+l 
( I r n(n+2) n+1 
1+--

11+1 

(4) 

Na OSI10VU Bernulijevc nejednakosti je 

(
1+ __ 1 __ )1!+2 >1+~=n+1 

n(Il+2) 11(11+2) n 

b , .... v •• b J 
pa se sada iz (4) dobija da je -'- > 1, odakle shJedl da Je bll > b,li.l ' sto Je 1 tre a 0 

b,,+1 
dokaza1i. Gnll1:cna vrijcdnost niza je zhog teorel1le 1: 

( 1)'''1 filii b
ll

= lim 1+-
11-)+= 11-)+00 n 

lim (I+.!.)'" lim (I+.!.)~e 
11-)+«> 11 11-,+00 II 

1 = e . 

Napomena 2: Na osnovu teorel1la 1 i 2 dobija se nejednakost 

( I)" (1)"'1 1+-;; <e< 1+-;; (5) 

338 

a iz nje nakon logaritmiranja 

gdje je n bilo koji prirodan broj. 

Teorcma 3: Vazi nejednakost 

--<In 1+- <-, I (I) I 
11+1 II n 

r 
--<InC l+r)< r, 
l+r 

gdej je r biJo koji racionalan pozitivan bro]. 

S
. 111 

Dolmz: .. ta\'IIllO r:;:;: ~ > 0: tada zbog (6) im8mo 
n 

II1(1+r)=ln 1+~1=11l --'--' ( Tnl (Il+! n+2 

\ 11) II n+! 
n+m ) 

'11+111+1 = 

~ln(I+.!.I+ln(I+-I-)+ .. +In(l+ I )< 
1/) 11+1 . 11+111-1 

1 11m . 
<-+--+ .. +----<~=r, tJ. 

/I 11+1 11+111-1 11 

fn( 1+r)< r 

Ala predslavlja clesni dio nejednakosti (7). 
Dokaiimo i lijevi dio te nejednakosti; imal1lo zbog (6); 

m 

In(l+fJ>-I-+-I-+ .. +_I __ >_"_'_~_-;_I_~_r_. tj. 
11+1 11+2 Il+m 11+111 1+!!!.. l+r 

sro je i trc-balo dokazati. 

I' 
In(J+r»--, 

1+1" 

11 

(6) 

(7) 

Posljcdka 1: StavljajuCi 1I clesnu stnlllll nejednakosti (7) daje r =_1_, dobijamo 
n+1 . 

/11(1+_1_) <_1_, odnosno 
n+l 11+1 

( I )"+1 1+-- <e. 
\ 11+1 

(8) 
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Napomena 3: Dokazuje se da vazi nejednakost (7) i U slucaju kada je r bilo koji 
realan braj yeti od -1. 

Teorema 4: Niz 
1 1 

a'l =1+-+ ... +-
2 Il 

je divergentan, 

Dokaz 1: Za dovoljno velika Il imamo 

J 2 4 2'-1 1 J 1 k - J k 
> 1 +-+-+-+ ... +-- == 1 +-+-+ ... +-=1 +-->-, 

2 2' 23 2' 2 2 2 2 2 
'-----v-

k-1 

gdje k E.N zadovoljava relaciju 

1 1 1 
-$;-<--. 
2k n 2k+J 

Posta, ocigledno, k ~ +00 kada Il ~ +00, to je tvrdnja teoreme tacna. 

Dokaz 2', Koristimo Kosijev kriterijum koji glasi: 
Niz (an )IIEN je konvergentan ako i sarno ako za svako E > 0 postoji prirodan broj 

flO( E) takav da je latH-/, - a,ii < E za fl > flO ( E) i svald prirodan broj p. 

Kakoje 

la,,+I' -a,,1 = 11 +i+ ... +i+ ... +_I __ (l+i+ ... +i)1 = 
2 1/ n+ p 2 n 

to stavljajuci p == II , dobijamo 

lan+J! -alii >_"_=!!...=!.., 
n+1I 2n 2 

sto znaci da je niz ( all )nEN divergentan prema Kosijevom kriterijumu. 

Rako je niz monotono rastu6i, on je odredeno divergentan. 
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Teorema 5: Niz 
, 1 

a,='i,--lllk, (kEN) 
n=}1l 

je konvergentan. (Njegova granicna vrijednost C = 0,577216... zove se Eulerova 
konstanta). 

Dokaz: 1z (6) imamo 

1 
in(n+1)-Lnn<-, 

Il 

a odavde stavljajuci redom n:::: 1,2, ... ,k dobijamo nejednakost 

cijim sabiranjem dobijamo 

odakle je 

1 
In2-Lnl<-, 

1 
1 

In3-lr12 <-, 
2 

1 
IIl(k+J)-lllk<-, 

k 

J l' 1 
IIl( k+1)< 1+-+ ... +-= 'i,-, 

2 k 1I",}n 

k+11 1 
ak+1 = 'i, --IIl( k+1» -->0, 

11=111 k+l 

!:ito znaCi da je niz ( QJ; lEN ogranicen odozdo. 

Stavimo u (6) daje II =k; dobijamo 

1 
--< In( k +1 )-[nk ,odnosno 
k +1 

k+ll J; 1 
'i, -- 'i, -<lIl( k+1 )-lllk, tj. 
n"") fl """} n 

J;+J 1 k J 
'i, --In( k + 1 )< 'i, --lllk, 
11",1 n """In 
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pa je a,,+! < (II.; ,( k E l'''J), sto znaCi da je niz (al.; AE]il monotono opadajuci. Prema tome 

niz ((II.; )kcK je konvel'genran i postaji konstanta C, tako daje lim ak :::: C . Primjetimo 
H---++«> 

da je a l :::: 1 , te je C < J . Takoder slijedi da je 

I 1 
1+-+ ... +-:::::lnn+ C+BJ] , 

2 11 

gdje je (811 )IIEN nulll niz. 

Sada cemo dokazati neke nejednakosti za harmonijske brojeve. 

Tcorerna 6: Za svnko /I> I vrijede nejednakosti 

I 
-+fltl1<H(n)<1+llll1. 
11 

Dokaz: Koristcci dokazanu ncjednakost (1): 

odnosna (6): 

( 1 )" (I )'>+1 1+-;; <c< 1+-;; 

I (n I --<in 1+-)-<-, 
11+1 n II 

i stavljajuci u nju rcdom za n vrijednosti 1,2,3, ... ,11-1, dobijamo: 

-<In 1+- <-, I ( I) I 
2 I I 

-<[11 1+- <-, I ( I) I 
3 2 2 

I ( I) I -<In 1+-- <--. 
n II-I 11-1 

S<1biranjem oyj11 nejednakosti, dobijamo: 

odnosno 
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(9) 

Ovim je (9) dokazano. 

1 . 
-l+H(n)<lnn<H(n)--, tJ. 

n 

1 
-+lnl1 < H( /1)< i+lnn. 
11 

Teorerna 7: Za svako fI > I vaze nejednakosti 

nll1n ( I) --<J-I(n)<lnn+nln 1+- . 
11-1 n 

(10) 

Dokaz: Dakaz<-lccmo prvo desnu stranu nejednakosti (10). Prije toga dokazacemo 
nejednakosl 

H(H)<-"-+lnn, (11)2) 
11+1 

ito pomocu principa matematicke indukcije. 

(11) 

1 I 3 I I 
Za 11:::::3 imama 1+-+-<-·+lIl3, sto je tacna zhog 1+-+-""],8333 odnosno 

2 3 4 2 3 

3 
-+ln3"" 1,8486 . 
4 

Pretpostavimo sada da je (11) tacna za n;;: 3 i dakazimo da je tada (11) tacna i za 
11+1 .lmamo iz (11): 

H(n+l)< --+Inll +--. 
( 

II ) I 
n+l n+1 

Zbog 

( 1)"+1 ( 1) I 1+- >e,odnosno 1n J+- >--, 
11 n n+1 

imamo 

Kako je 

to imamo iz (12) i (13): 

I 
In.n<ln(n+1)---. 

11+1 

II 11+1 
--<--, 
11.+1 11.+2 

n+l 
H(n+l )<--+In(n+l). 

11+2 

(12) 

(13) 
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Ovirn je (1I) dokazano. Zbog In(I+!..)>_I_ iz (11) slijedi desna strana 
n 11+ J 

nejectnakosti (10). Primijetimo da je ana tacna i za 11 = 2 (za II:=; 2 dobijamo !... < 1112., 
2 2 

odnosno 1.5 < 1,5040871, sto je tacno), 
Dokaiimo saada lijevu stranu nejednakosti (10). 
Najprije cerno dokazati nejednakost 

3 
H(n»ln-(n+l). (n>2) 

2 

i to opet pomocu matematicke indukcije. 

(14) 

Za n=3, nejednakost (]4) je tacna jer je 1+!...+!...>ln6. Pretpostavimo sada da je 
2 3 

(14) tacna za II;::: 3 i dokazimo daje tada (14) tacno i za n+1. Iz (14) imamo: 

3 I 
H(n+I»ln-(n+l)+--. (n~3). 

2 11+1 

Zbog dokazane nejednakosti (8) 

imamo 

( 
I )"+1 1+-- <e, 

11+1 

3 
o( n + 2 ) I .. 3 I 3 

[11"- <--,Ill In-(n+l)+-->ln-(n+2), 
~(n+l) n+1 2 n+l 2 
2 

tj. iz (15) dobijamo 

Qvimje (14) dokazano. 

3 
H(Il+J»ln-(n+2). 

2 

Pomocu matematicke indukcije takoder se lako dokazuje nejednakost 

(
3),,-1 2 >n, (n>4). 

Kakoje 1I+1>n, imamo 
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(15) 

(16) 

odnosno zbog (16): 

-(11+1) >nl',tj.ln-(fl+l»_n-lnll, (
3 )'>-} 3 
2 2 n-I 

(n > 4). 

Primijetimo da je gamja nejednakost tacna za n:=; 3 i za /I:=; 4 Clako se provjeri 1) tako 
da najzad imamo: 

3 n 
In-(n+l »--lnn. (n > 2). 

2 Ii-I 
( 17) 

Iz (14) i (17) slijedi lijeva strana nejednakosti (10). 

Lako se vidi da je ana tacna i za II:=; 2, (dobijamo !... > 21n2, tj. 0,75> 0,6931543). 
2 

Ovim je (10) dokazano. 

Napomena 4: Nejcdnakost (10) je ostrija (bolja) od nejednakosti (9) posta jc 

ll/Jl+ nln( J +;) < J +lnn, tj. 

sto je tacno, te 

sto je takode tacna za sve II EN. 

J nlnn. 
-+lnn<--,tJ. 
n 11-1 

n-I 
/nll>--, 

n 

Posljcdica 2: Iz (9). odnosoo (10) slijedi da je 

lim H(II)::::+OO, 
H_ 

Tcorema 8: Za svako II> J harmonijski broj H( 11) nije cio broj. 

Dokaz: Svaki prirodan broj 11 mazemo predstaviti U obliku n =: 2k 
• . an' gdje je 

kn -=0,1,2, .. i all neparan broj. Najrnanji zajednicki sadrzalac za sabirke u H(n) je 

broj 2k ·a, gdje je k = max{k"k2 , ••. ,kll } najrnanji zajednicki sadrzalac za a" ... ,a
ll

• 
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Po sabiranju svi brojioci sabiraka bit ce parni brojevi osim za sabirak l.- ciji je 
2' 

odgovarajuci brojilac neparan broj. Odavde sJijedi da je H(n) kolicnik neparnog i 

parnog broja, tj. H( n) nije cio broj. 

Teorcma 9: Vrijedi sljedecajcdnakost . 
IJI(! )=( 11+ I )II(" )-11. 
,,,,I 

Dokaz: Imamo 

I,H(i)::::.J+ 1+- + 1+-+-1+ 1+-+-+- + ... + • (I) ( I 1\ r I I I) 
i=J 2 2 3) \ 2 3 4 

+(/+-21 + .. +~/-l+(I+!.+ .. +_!..._+ .1.) = 
11-1) . 2 11-1 n 

I I I I 
::::. n· 1+( 11-1 )--+( 11-2 )--+( 11-3 )._+ .. +2·~-+J:: 

2 3 4 11-1 

·123 I 1 
= II·II( II )- .... ----- .. -(" -2 ).~--( II-I)-- = 

2 3 4 11-1 11 

11.1 I I 
= II' H( 11)+ H(" )-H( 11)---2·--3·--... -(" -2 ).~--( II-I ).-= 

2 3 4 /1--1 II 

III I 111.1 
=( 11+1 )N( II )-1-------- .. --------2·--3·-- .. 

2 3 4 n-1 n 2 3 2 
1 I 

--{n-2)----·(n-1 j--= 
fl-1 /I 

=( 11+ I iU( n )-1-1-1 -1-1- .. -I =( n+1 )H( n)-II, 

sto je i trebalo dokazati. 
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Teorcma 10; V rijedi sljedeca jednakost 

Dokaz: Kako je 

imamo daje 

• I 
I)2!+I )1I(!)=(II+II'II(II)---n(n+I). 
1# 2 

2i+I=(i+l)' -I', 1I(;)=II(i-I )+.1. . , 

IJ 2i+1 )1I(!)=i(i+1 I'II( i)- ii 21I(i)= 
i=1 

= IJ!+I)" lI(i )-1- 'D' lI(i-I )+-,1= ., • '( 1\ 
1=1 1=2 I) 

::::. ir i+1 / H(i )-1- i i2 H(i -1)- f.i = 
i",' 1=2 1=2 

11 II-I? J 
= IJ i+I!, II(!)- I (i+ I )-II(! )--II( n+I)= 

r==} 1=1 2 

, I 
=( n+1 t H( n)--n{ n+1), 

2 

sto je i trebalo dokazati. 
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SUMMARV 

This book is intended for mathematics students who during their studies 
take courses in Elementary Mathematics (Year I) and Methodology of Teaching 
Mathematics (Year III), Also, the book can be used for classes in Euclidean 
Geometry (Year II) course and Elementary Theory of Numbers course (Vear I), 

This book consists of the following six chapters: 
1. Algebra (Algebraic inequalities), 
2. Geometry and analitical geometry, 
3. Trigonometry, 
4. Theory of numbers, 
5. Problems of maximum and minimum in elementary mathematics, 
6. Miscallenous. 

In chapter one, the author is engaged in proving various sorts of algebraic 
inequalities. Variuos inequalities are mentioned and used, like Mean inequality, 
Cauchy-Buniakowski-Schwarz, Jensen, Huygens. Newton-Maclaurin and 
Hadwiger-Finsler inequalities. These inequalites are often used in this chapter 
during the process of proving some other inequalities. Many inequalities in this 
chapter are proved in two or more different manners which we consideer extremly 
important for eduation of students preparing to become mathematics teachers. 

In chapter two which is dedicated to geometry, the author is dealing with 
constructive exercises with help of ruler and pair of compasses, ruler itself and pair 
of compasses itself. Also, there are proves of some theorems in connection to 
triangle and some inequalities in connection to triangle as well. There are given 
three geometric proves of inequalities of arithmetic and geometric means of three 
positive numbers. At the end some significant theorems in geometry are proved by 
using analitical geometry. 

In chapter three there are given various proves of some trigonometric 
ineaqualities and several different solutions for some trigonometric problems. 
There are given some instructive examples of trigonometry applications in algebra 
while solving equations, systems of equations and proving algebraic inequalities. 
Also, there is number of various solutions for one interesting trigonometric 
equation. 

Chapter four is dedicated to the theory of numbers and there are some 
articles dedicated to Great and Little Fermat theorems and Fermat number, one 
criterion for division, solution of Diofantes equalities (non-linear) and Pel! 
equation. 
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The fifth chapter is dedicated to methods of finding extreme values of 
functions using elementary processes. There are four methodes processed (basic 
method theorem or method of principle, method of introduction of auxilliary angle, 
inverse function method and method of indefinite coefficients). With every method 
explained is given number of interesting examples (total 34) which makes th,is 
chapter very interesting and useful. The advantage of elementary manners 10 

fmding extreme values of functions is often evident and more efficient comparing 
to use of differential calculus. 

The sixth chapter contains various articles concemed with solving one 
equation of third degree in several different manners, summ of degrees of natural 
order numbers, harmonic numbers, mathematical induction and calculus of one 
interesting limit. 

Here should be mentioed that there is some minor intentional overlaping in 
the text of the book, but it does not influence compactness and continuity of this 
book. 

I belie v that this book will help mathematics students and students of 
technic<ll vocations with their Elementaary mathematics and Methodology of 
teaching mathematics courses. In every manner it will impove the lilerature foull.d 
in this area. With this book future teachers will improve and advance their 
knowledge in expert and methodological sense which was the main aim of the 
author of this book, 
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Sefket Arslanagic je roden 07.10.1942. g. u Trebinju, Tu je 
zavrsio osnovnu skolu i gimnaziju. Diplomirao je na Prirodno­
matematickom fakultetu u Sarajevu, grupa matematika, juna 
1967. Naueni stepen magistra stekao je u decembru 1982. 
godine na Sveucilistu u Zagrebu. Doktorsku disertaciju ie 
odbranio u februaru 1999. godine na Prirodno-matematickom 
fakultetu u Sarajevu. 

Radio je kao profesor matematike u Skolskom centru u Trebinju 
od 1967. do pocetka 1993. godine kada je protjeran sa svojom 
porodicom u Gmu Goru (Razaje). U periodu 1980.-1992. radio 

je i kaa predavac matematike na Gradevinskom fakuftetu u Mostaru. Od marta 1993. 
do kraja novembra 1993. boravia je u Danskoj kao prognanik gdje je u gradu Nyborgu 
osnovao osnovnu skolu od I do VIII razreda za djecu bosanskih prognanika j izbjeglica. 
Od decembra 1993. do avgusta 1996. boravio je sa porodicom kao prognanik u 
Berlinu. Tu je doprinio otvaranju odjeljenja zavrsnih razreda bosanske gimnazije. Dvije 
skolske godine je ucestvovao u radu Seminara za matematiku i njenu didaktiku pri 
Matematickom institutu Humboldt Univerziteta u Berlinu i tokom 1995/96. skolske 
godine drzao je predavanja iz odabranih oblasti matematike za nadarene ucenike efitne 
berlinske gimnazije "Heinrich Hertz". 

Od septembra 1996. do jula 1999. godine je radio u zvanju viseg asistenta na Odsjeku 
za matematiku Prirodno-matematickog fakulteta u Sarajevu, a od jula 1999. godine do 
danas u zvanju docenta, a zatim u zvanju vanrednog profesora gdje je predavao 
Analizu I (dvije skolske godine), a stalno Metodiku nastave matematike i Elementarnu 
matematiku, slo predaje i sada. Osam godina je predavao Matematiku I na Fakultetu 
za saobracaj i komunikacije u Sarajevu. Danas predaje Matematiku na Farmaceutskom 
fakultetu i Pedagoskoj akademiji u Sarajevu. Kao gostujuei profesor predaje vee os am 
godina na Prirodno-matematickom fakultetu Univerziteta u Tuz!i i jednu godinu na 
Nastavnickom fakultetu Univerziteta "Dzemal Bijedic" u Mostaru. BiD je i strucni 
saradnik u Prvoj Bosnjackoj gimnaziji u Sarajevu (dvije godine) i u Drugoj sarajevskoj 
gimnaziji (cetiri godine). 

Sefket Arslanagic je objavio 30 naucnih radova iz oblasti geometrijskih i analitickih 
nejednakosli i preko 270 strucnih radova iz matematike i njene metodike. Objavio je u 
BiH j 18 knjiga iz matematike. Svoje naucne i strucne radove je objavljivao u 
Njemackoj, Kanadi, Australiji, Maleziji, Svajcarskoj, Madarskoj, Ceskoj, Danskoj, 
Rumuniji, Srbiji i ernoj Gori, Hrvatskoj, Sioveniji i Makedoniji. 

Predsjednik je Sekcije za rad sa nadarenim ucenicima Udruzenja matematicara BiH, 
urednik je casopisa "Triangle" za ucenike i nastavnike osnovnih i srednjih skola, clan je 
redakcije slovenackog casopisa "Matematika v soli", direktor Ljetne skole mladih 
matematieara Modrac. Glan je uredivackog odbora nauenog casopisa "Octogon­
Mathematica! Magazine" iz Rumunije. Godinama radi sa nadarenim ueenicima za 
matematiku u BiH koji su od 1997. do 2005. godine osvoji!i 18 medalja i to 2 srebrene i 
16 bronzanih na Medunarodnim maiematickim oJimpijadama. 
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